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GEOMETRIE DER SPHARE IN PROGRAMMEN 1)

S.K. Grosser, Wien

Als Unterrichtsstoff ist die sphdrische Trigonometrie - und nicht nur
in Osterreich - fast vollsténdig der Vergessenheit  anheimgefallen; sie
spielt heutzutage wohl lediglich als universitarer Lehrstoff im Rahmen
der Ausbildung zum Astronomen oder Geoditen oder fiir verwandte Disziplinen
eine gewisse Rolle. Dazu tritt der durch das Vordringen der Computer-
mathematik bedingte Verfall der zunftgemaBen Rechenkinste.

Da sich aber weder an der (nahezu) spharischen Form der Erdoberflédche
noch an den einschldgigen Grundprinzipien der Nautik, der Geographie oder
der Astronomie Entscheidendes verandert hat, wird der Bildungswillige, der
nicht nur Spezialist sein will, weiterhin an der Notwendigkeit des Erwerbs
von Grundkenntnissen auf diesem Gebiet interessiert sein.

Ferner werden sich Curriculums-Experten der Behauptung verschlieRen konnen,
daB es sich bei der sphdrischen Trigonometrie um einen im besten Sinne fach-
ibergreifenden Lehrstoff handelt, der zumindest die Facher Mathematik, Physik
und Geographie betrifft.

In diesem Vortrag soll nun die These begrﬂndet werden, daB einer Wieder-
belebung dieses Unterrichtsstoffes im Rahmen des [0,1]-Darstellungsraumes
des Computers nichts entgegensteht, und es scllen jene Techniken der linearen
Algebra, die schon immer ihre Einsetzbarkeit fiir die Belange der Elementar-
geometrie charakterisierten, Techniken also, die auf der Verwendung des
inneren und des Vektorprodukts basieren, fir diesen Versuch der Wieder-
belebung nutzbar gemacht werden. Zugleich dienen diese und verwandte Techniken
der Bewdltigung der auftretenden Abbildungs- und Projektionsprobleme, die von
darstellenden Geometern tradtionellerweise mit elnem etwas anders gearteten
Formelinstrumentarium (siehe z.B. {GJ und [E]) bewdltigt werden. Selbst-
verstandlich sind es, im Grunde genommen, die gleichen Formeln; aber fur
den an mathematische Schreib- und Denkweise Gewdhnten sieht alles eben etwas
"anders" aus.

1) Stark verdnderte Fassung eines Vortrages, gehalten im Mathematischen Forschungs-
institut Oberwolfach, BR Deutschland, am 28.11.1988 im Rahmen der Tagung
"Geometrie im Schulunterricht".
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Es soll also in diesem Vortrag skizziert werden, wie man, von der

linearen Algebra in einer wohl weitverbreiteten Sicht- und Denkweise
ausgehend, einen einheitlichen Zugang einerseits zu den mathematischen
oroblemen der traditionellen sphdrischen Trigonometrie und andererseits

2u den Darsteliungsproblemen (Perspektive, Parallelprojektion, Ortho-
normalprojektion) im Zusammenhang mit 2-dimensionalen Darstellungen

durch ein leistungsfdhiges interaktives Computerprogramm geben kann.

DaR die Kugelcberflache auch als interessanter und elementar zu er-
fassender MaBraum wiederentdeckt wird [HI1, darf als weiteres Indiz ge-
wartet werden, dab die erneute Beschdftigung mit der $2 auch Mathematikern

durchaus lohnend erscheint.

Ferner sei der Leser insbesondere auf §4 hingewiesen, wo eine elemetare
Geometrie der spharischen Dreiecke entwickelt wird. Wenn das vor kurzem
erschienene reichhaltige Buch iber "Kugelgeometrie" von H.G. Bigalke (8l
einen, was anzunehmen ist, ziemlich vollstdndigen Uberblick Uber das bisher
Bekannte gibt (siehe insbesondere Aufgabe 2.4.8 auf Seite 62 sowie die in 2.
erliuterte Methode der "kleinen" sphdrischen Dreiecke), so liegt die
Vermutung nahe, daB dieses Thema keineswegs ausdiskutiert ist und daB
frihere diesbeziigliche Ansdtze sehr unter den Widrigkeiten der zeichnerischen
Darstellung litten oder daran scheiterten. Das in §5 vorgestellte, stark
interaktive PASCAL-Programm gestattet nun in miiheloser Weise das Zeichnen
von sphdrischen Dreiecken samt ihren merkwirdigen Punkten (soweit vorhanden),
die Berechnung aller zugehtrigen metrischen Grdfen (Koordinaten, Langen,
Winkel etc.) und sogar das Austesten von Vermutungen. Die Hervorhebung
von Konstruktionsmerkmalen bzw. die Unterscheidung wesentlicher Konstruktions-
schritte gelingt angesichtc Aar Beschrdnktheit des PC-Bildschirmes am besten
mit Hilfe einer guten FarL_ aphik (EGA).

Um den vorgesehenen Darstellungsrahmen nicht gdnzlich zu sprengen,
werde ich mich im Folgenden auf die UberblicksmaBige Beschreibung der
beiden folenden Problembereiche beschrinken. 2)

(A) Entwicklung des hier bendtigten Instrumentariums an Formeln und
Satzen aus der linearen Algebra.

(B) Grobe Beschreibung des Aufbaus und der Merkmale des aus drei Teilen
bestehenden PASCAL-Programmes zur sphdrischen Geometrie, auf das hier
bezug gencmmen wird.

2) Die detaillierten Formeln und Beweise werden an anderer Stelle dargestellt

werden.
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§ 1. Formeln aus der Vektorrechnung

Wir bezeichnen Punte desﬂla, wie uUblich, mit grofRen lateinischen Buchstaben

und identifizieren sie mit den zugehirien Ortsvektoren:
A=z (a1, a5, a3)
bezeichnet alsoc sowohl den Punkt A als auch den Vektor mit Anfangspunkt

0=(0, 0, 0) und Endpunkt A; seine Ldnge (Norm) werde mit ||A]| bezeichnet.
Fiir den Winkel y :=<4(A, B) zwischen A und B gilt

(1) cos y = __lL;E___

Al sl
wo A'B:= a1b1+azb2+a3b3 = B A das innere Procdukt bezeichnet. Da die Cosinus-
Funktion auf [0, »] injektiv ist, ist«y durch (1) in diesem Intervall ein-
deutig bestimmt. Das Vektorprodukt der Vektoren A und B ist durch
AxB:= (a2b3-a3b2, a3b1-a1b3, a1b2-a2b1) definiert und genigt den Identitdten

(2) AxA:O; BxA:-AxB;
(3) A8l =llAll lIB]l sin ¥(A,B);

dabei stellt die rechte Seite der Identitdt (3) den Fldcheninhalt des von
A und B aufgespannten Parallelogramms dar.

Je drei Vektoren A,B,C bilden eine 3x3 Matrix [A,B,C] mit der Determinante

s [A,B,Cli= a1b2c3+a2b3c1+a3b1c2¢c1b2a3—b1a2c3—b1a2c3«b3c2a1

(Nur aus mnemotechnischen Grinden wird diese Formel in der obigen Form -
"Regel von Sarrus" - angefihrt, in der die algebraische Symmetrie der
Determinantenformel ignoriert wird). Fir die bisher definierten Operationen

gelten die folgenden wohlbekannten Formeln:

. A-C B-C
(4) (Ax)- (CxD) = o [A_D B,D] = (A-C)(8-D)-(B-C)(A"D)
(5) A x[BxCl = -(A-B)C+(AC)B;
(6) A-(BxC)= 4[A,B,C) =40C,A,8) = C- (AxB)

Jeder der Operationen A-B, AxB und A[A,B,C] ist in jeder der auftretenden

Variablen R-linear, sodaB dieselbe Aussage flir die Terme gilt, die in (2),
(4), (5), (6) auftreten: ersetzt man eine der Variablen durch das r-Fache,
wo r€R, dann wird der Term mit r multiplizliert.
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§ 2. Klassische Formeln der Trigonometrie auf S,.

Je zwei verschiedene Punkte A, B auf §, d.h. IA=l1Bll=1) bestimmen

einen GroRkreis mit Mittelpunkt 0 und je drei verschiedene Punkte A, B, C
bestimmen einen Kleinkreis K. Falls K nicht ein GroRkreis ist, bestimmt

es in eindeutiger Weise drei GroBkreisbogen K@, é%, 5}, die ein spharisches
breieck ABC bilden. Seine Seiten a, b, ¢ und seine Winkel o, 8,7 sind
durch die folgenden leicht verifizierbaren Formeln gegeben:

(7) cos a= B*C, cos b= C-A, cos c= A'B

(CxA)-(BxA) (AxB)-(CxB) (BxC) - (AxC)

(8) cosa= T sinc® O =Sincsing * "  Sinasinb

Aus diesen (rein algebraischen) Definitionen ergeben sich die folgenden
wichtigen Satze (siehe [BJ)

Seitencosinussatz

cos a = cos b cos ¢+ sin b sin ¢ COSa
coS b = COs C COS a+ sin Cc sin a COSB
cos C = ¢cO0S & cos b+ sin a sinb cos~«

Sinussatz
sina _ sing _ siny
sin a sin b~ sin ¢
Winkelcosinussatz

cOSa= -COSB COSy + SINB sinvycos a
COS B= -COSy COSa + Siny sine COS b
COS y= -COSa COSB + Sine SiNBCOS C

Da sich gemaB [ S aus dem ersten Satz alle Sdtze iUber die Trigonometrie
spharischer Dreiecke herleiten lassen, ist der urspringlichen Intention
damit geniigegetan. Es ist jedoch an diesem Punkt leicht, auch eine weitere
klassische Konstruktion in die Herleitung aus der linearen Algebra mit ein-
zubeziehen.

Zu dem spharischen Dreieck*{A, B, C} definieren wir das polare Dreieck{A', B', C'} durch

B xC CxA AxB

e SO

5 e i e

o i PR
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Seine Seiten seien a', b', ¢', die Winkel o', B', v'.

Polaritdtssatz

(3) a' = s-a, b =xep, Co=xeys
(b) ' = x-a, 8' =x-b, y' =x - ¢;
(c) A" = A, B" =B, C" = C.

Aus diesen algebraischen Deduktionen und Formeln ergeben sich auch zwanglos
die folgenden Ungleichungen fir die metrischen Bestimmungsstiicke - a, b, ¢,

a, B, ¥y, a+b+cC,a+ B+ v, fl (Fliche):

Oca, b,cgrr 0< a,B8,vy <
O<a+b+cg2nr < a+ B+ y < 31
0<fl<2nr

(Wird der Kugelradius 1 durch r ersetzt, tritt eine entsprechende Potenz

von r in diesen Formeln auf). Wegen seiner - im Vergleich zu traditionellen
Methoden unvergleichlich hdheren Rechenleistung und Genauigkeit kann ein
Computerprogramm,mit einigen wenigen dieser Formeln ausgestattet, (fast)

alle traditionellen Aufgaben der Dreiecksberechnung lésen, sodaB sich der
riesige Formelapparat der traditionellen sphdrischen Geometrie (GauB, Napier,
1' Huilier u.a. insgesamt zwischen 50 und 100 Formeln!) auf einen Bruch-

teil reduzieren 1aRt. (siehe [B-S] ).

Zur Herleitung der in § 2 angefihrten Sdtze geniigen die Formeln von
§ 1; zusatzlich werden auf diese Art Formeln fir die Koordinaten der jeweils
betrachteten Punkte gewonnen, eine Grundvoraussetzung flr eine erfolgreiche
Algorithmisierung. Zugleich ergibt sich aus der Vektordarstellung die Mdglich-
keit, mit Hilfe eines geeigneten Projektionsverfahrens (zentrale Perspektive
bzw. Parallelprojektion bzw. Orthonormalprojektion) eine geeignete Graphik
zu erstelien. Sie wird in §5 skizziert.

§ 3. Kongruenz von sphirischen Dreiecken

Mit der traditionellen Definition der Kongruenz (von Dreiecken) in der Ebene
ist der Leser vertiraut, die entsprechende Definition fiir sphirische Dreiecke
findet sich z.B. in [B, p. 381. Da in der hier vorgelegten Darstellung 2in rein
algebraischer Standpunkt bezogen wird, sollte Kongruenz selbstverstandlich

im Sinne der Klein'schen Idee der Wechselwirkung zwischen Gruppentheorie und
Geometrie allein aus der Gruppentheorie gewonnen werden.
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Jene lineare Transformationsgruppe desIR3, welche die 32 (und damit die
Oberflache jener Kugel um 0) umkehrbar in sich abbildet, ist aber genau
die orthagonale Gruppe 0(3). Sie besteht bekanntlich aus jenen reellen
3x3-Matrizen «, fiir die at= a"1, WO ut die transponierte Matrix bedeutet.
Verstehen wir unter einem Dreieck auf 52 einfach die Punktmenge {A, B, C},

so erfiullt die folgende Definition die oben erwdhnte Anforderung.

Definition: Zwei sphdrische Dreiecke {A, B, C} und {A', B', C'} heiBen
xongruent, falls eine orthogonale Transformation a€ 0(3) existiert, sodaB
a(A)=A', «(B)=B', «(C)=C".

Fur jedes o« €0(3) gilt aber a(a)=+! und fir jede eigentlich orthogonale
lineare Transformation «{d.h. a(a)=1), ist +1 ein Eigenwert. Aus diesen
Fakten folgt, daB jedes « als Produkt einer Drehung um eine geeignete Achse
durch 0 und einer Spiegelung an einer dazu senkrechten Ebene schreiben 1afit.
Solche Drehungen und Spiegelungen sind aber genau jere Operationen, mit deren
Hilfe die Gbliche Kongruenzdefinition im gegebenen Fall realisiert wird. (Die
Spiegelung an 0 148t sich ebenfalls auf diese Weise ausdriicken). Daraus folgt
die Gleichwertigkeit der oben gegebenen Definition mit der Ublichen.

Damit werden aber die Kongruenzsdtze fiur sphdrische Oreiecke zu Sdtzen uber
die Existenz gewisser orthagonaler Transformationen. Eine vollstindige Auf-
listung dieser Fdlle findet der Leser in [Bl. Angesichts der Tatsache, daB
orthagonale Transformationen Ldngen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren
bewahren, ergibt sich auch im Wege einer mathematischen Umwegrentabilitdt die
Moglichkeit, gewisse traditionelle Sdtze der spharischen Trigonometrie (wie
z.B.[ B, p. 47, Satz 2.7 c1) als selbstverstdndliche Folgerung anzusehen.

§ 4. Dreiecksgeometrie auf 3,

wahrend die spharische Trigonometrie wie schon erwdhnt, durch einen Reichtum
an Formeln und Problemstellungen gekennzeichnet ist, gilt das nur in be-

schrinktem MaRe fir die Geometrie der spharischen Dreiecke (oder anderer Figuren

auf der 32); der Grund dafir dirfte eben vorallem darin liegen, daf die
Konstruierbarkeit bisher nur durch den Einsatz fortgaschrittener Techniken
der darstellenden Geometrie gesichert werden konnte, eine Situation, die sich
mit der Miglichkeit des Einsatzes von Computer-Graphik schlagartig gebessert
hat.
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Zundchst stellt sich natirlich die Frage, ob die Grundbegriffe und Grund-
tatsachen der Geometrie der Dreiecke - insbesondere z.B. die Lehre von
den merkwirdigen Punkten - Uberhaupt in sinnvoller Weise ubertragbar bzw.
giiltig sind. Diesbezigliche Resultate werden (z.T. in Form von Aufgaben)
in (B, p. 62] dargestellt.

Die Definition der Begriffe "Schwerlinie", "Winkelsymmetrale" und “"Seiten-
symmetrale" durch Ubertragung der entsprechenden Begriffe fir ebene Dreiecke
bereitet keine Schwierigkeiten. Ersetzt man in den entsprechenden metrischen
Uberlegungen flr ebene Dreiecke den Begriff "Distanz zwischen A und B" durch
"Distanz zwischen A und B entlang eines GroRkreises", so sieht man sofort ein,
daB jedes sphdrische Dreieck { A, B, C} die folgenden Punkte besitzt:

Schwerpunkt S, Umkraismittelpunkt U, Inkreismittelpunkt I

(und Ankreismittelpunkt IA, IB’ IC ).

Fur die Beweise dieser Eehauptungen ist es hilfreich, das sphdrische Dreieck
KEE mit dem zugehorigen ebenen Dreieck ABC zu vergleichen; die entsprechenden
merkwirdigen Punkte werden aus denen des ebenen Dreiecks durch Projektion aus
0 erhalten. Durch analoge Uberlegungen erhdlt man Vektorformeln fir diese
Punkte sowie fir die FuBpunkte der entsprechenden Konstruktionslinien: Schwer-
iinlen, Seitensymmetralen, Winkelsymmetralan (innen und auBen).

Schwieriger ist die Sachlage beim Hohenschnittpunkt. Ist z.B. der Punkt
ein Pol der durch A und B bestimmten GroB3kreisebene, so existiert keine ein-
deutig bestimmte "Hohe" von C auf i@; aber die Hthen von A auf éE und von
B auf Eﬁ konnen existieren und schneiden einander dann auf jeden Fall in einem
Punkt H. Filr ein gleichseitiges Dreieck (AB = BC = CA =-%) existiert kein
Hohenschnittpunkt.

Auch im allgemeinen Fall existiert immer ein Hohenschnittpunkt H. Wir fassen
die bisher angedeuteten Resultate nun zusammen.

Satz (von den merkwirdigen Punkten)

In jedem sphdrischen Dreieck {A, B, C} existieren die Punkte S, U, I (scwie
IA’ Ly, IC). Es gelten die folgenden Vektorformeln:

S = ';IA'x-BJfCH”1 (A+B+C)

4) Zieht man als artfremde Argumentationshilfe den analytischen Begriff der
Stetigkeit heran, so kann man auch fiir die genannten Grenzfdlle muhelos einen
Hohenschnittpunkt definieren.
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2) Definiere U,: = HB+CH (B+C) und analog Ug und Uc..
Es ist

U= 1 (Uge(CxA)) = (U x(AB)) |1 L(Ug=(Cxm))x (A<B)) 1.

3) Definiere A*:= ||C xAH'1 CxA + HAuBll'1 AxB und analog B* und C*.

Ferner A**:= ||A+A*||'1 A+A*) und analog B** und C**.
Definiere I, = || (AxA**) x(BxC) H [ (AxA**) < (BxC)] und analog 15 und I..
Es ist

L= (AsTy) x (BeIg)| ™

(und zwei analoge Formeln)

[(AxIA) *(BxIB)]

Satz (vom Hohenschnittpunkt)

Def iniere A': = A-HBxCH'ZlA +(BxC)] BxC und analog B' und C'.

Ferner H, = || A N A' (falls A'40) und analog Hg und H..
-~
Dann existaert H:= AHA/\ Ban\ CHC, falls A'#0, B'#0, C'#0.

Es ist

= (|0 (AxB) CT < (BxC) x A1 [ (AxB)xC1x [ (BxC) x Al
(und zwei analoge Formeln)

Hier erhebt sich die Frage, ob etwa ein Analogon zur Euler'schen
Geraden oder zum Feuerbachschen Kreis existiert. Es sei hier erwahnt,
daB gewisse Analoga der Sdtze von Ceva bzw. Menelaos tatsachlich gelten.
Was die Gultigkeit oder Nichtgiltigkeit der beiden erstgenannten Satze
anbelangt, so mége sich der Leser die Widrigkeiten einer"Widerlegung durch
Zeichnung" bzw. "Widerlegung durch Gegenbeispiel" vor Augen flhren. Auch
hier zeigt sich die Nitzlichkeit eines interaktiven Computerprogramms.

§ 5. Allgemeine Programmcharakteristiken

Jedes der Programme kann grundsdtzlich in drei verschiedenen Dar-
stellugsmodi realisiert werden:

Perspektive aus einem Zentrum ( 82 als Ellipse)
Parallelprojektion (S2 als Ellipse)
Orthonormalprojektion (52 als Kreis)

A M S e, vt ey e e FEYTTL S s
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Die Darstellung erfaft und verarbeitet die folgenden

Bildelemente:

Koordinatensystem Meridiane
Mittelpunkt . Breitenkreise
Aquator Kontur

GroBkreis (3 Punkte) Kleinkreis (3 Punkte)
GroBkreissegmant Tangentialvektor

Um metrisch gegebene sphdrische Dreiecke auf der $2 darstellen zu konnen,
bendtigt man die Ldsung der folgenden Konstruktionsaufgaben:

zweier GroRkreise (2 Losungen)

Bestimme den Schrnitt
Bestimme C aus A, 3, a und b (2 Ldsungen)

Aufgrund der Moglichkeit, das ganze Bild um die z-Achse zu drehen
und um die x-Achse zu kippen, ergibt sich fir fast jede darzustellende
Situation eine geeignete Perspektive.

Das schwierigste Darstellungsproblem betrifft die geeignete Parametrisierun:
von Kreisen (GroBkeisen, Kleinkreisen und Konturkreis). Es sei nur erwdhnt,
dafl die Darstellung des Konturkreises nicht mit der Abtast-Methode
der Darstellenden Geometrie erfolgt- ein Punkt gehdrt genau dann zur
Kontur, wenn sein Ortsvektor auf dem Sehstrahl senkrecht steht. [G] bzw. [E]-
sondern in mathematisch exakter Weise aufgrund von Kongruenzoperationen.

§ 6. Die Programme

Das ergibt auf einheitlicher Grundlage die drei folgenden Programme:

P

—

Polygonziige auf der $2 (bzw. der Erdoberfldche) und ihre
Berechnung

oo, sy

ng; (Klassische) spharische Trigonometrie

Dreiecksgeometrie auf 32.

Zur Illustration des Aufbaus sind Beispiele zu und @beigefﬁgt,
an denen sich der Leser leicnht selbst orientieren kann.

Blatt 5 und 6 sind im Original vielfdrbig. Blatt 5 stellt einen
Polygonzug auf der 52 mit eingezeichneten (vergroBerten) Einheits-
tangentialvektoren dar. Der zugehdrige Datenschirm wire mit Blatt 2
analog.
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Blatt 6 stellt ein Dreieck mit seinen merkwiirdigen Punkten samt
konstruktionslinien dar. Sein Datenschirm ware mit Blatt 3 analog

Ich méchte an dieser Stelle den Studierenden J. GraBberger und
R. Ropler fiur die Mitarbeit bei der Realisierung der Programme

danken.
Blatt 1
Hauptmeni RR 15/85/89

— —
Zeichnen Verandern Wechsle Bildschirm
Punkt Drehen und Kippen Graphik
Meridian Léschen Daten
Breitenkreis Farbpalette &dndern Plotten
GroBkreis Radius &dndern Ende
Kleinkreis
Polygonzug
Tangentialvektoren

Blatt 2

Daten-Schirm

Kugelradius = 6370.00 Drehwinkel = @.08° Kippwinkel = 0.00°
Meridian: -50.008°
Breitenkreis: 80.80°

Polygonzug: (-32.20| 0.90) (82.0
30 00 . 00, | ) (80.00|60.00) (50.00|-40.00) (-30.00|-20.00)

Tangentialeinheitsvektoren: ( &.25| .43 0.87 @.87|~
( 2.55) 2.88)-0.50) ( 0.34 G-SSL 785 4 z.ss)—é.7él— ey 17000

( .23 0.80(-0.56) ( ©.30|-0.17| 8.94) ( 2.0
: . . . 00| 6.00|-1.00
Gesamtléange = 10005.97 + 11155.41 + 7783.25 + 2223.55 =>31148 18
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Blatt 3

Hauptmend RR 15/85/88
Zeichnen Verandern Wechsle Bildschirm
Dreieck Drehen und Kippen Graphik
Umkreis Loschen Daten
Inkreis Farbpalette dndern Plotten
Héhenschnittpunkt Radius &andern Ende
Schwerpunkt
Ankreise
Lagebeziehungen

Daten-Schirm Blatt 4

Kugelradius = 1.00 Drehwinkel = @.080° Kippwinkel = ©.0@°

Dreaieck: (-49.08|-38.900), (790.00|-18.292), (19.20|80.00) =
( 2.66|-9.58[~®.56),( 3.34| @.93]-0.17).,( 3.17] 2.083| 2.38)

Umkreis: Hittelpunkt : ( Z.Qﬁ] 2.15] ?B.26) Sphéarischer Radius = 1.14
inkreis: Mittelpunkt : ( ©.83] 8.27! @.25) Spharischer Radius = @.81
Hohenschnittpunkt: ( @.98‘-@.17‘ ?.12) (und Antipode)

Schwerpunkt: ( 9.92] .31 2.24)

Ankreis: Yittelpunkt Ia: (-0.09! @.74 A.87) Spharischer Radius = .47
Ankreis: Mittelpunkt Ib: ( ©.32)-0.88 ¥.39) Sphirischer Radius = @.58
Ankreils: Mittelpunkt Ic: ( @.44} 8.15 -4.89) Spharischer Radius = 3.50

Bitte Taste dricken
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Blatt 5
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Blatt 6

-

-

-

- —— - —
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